09  Operace symetrie - grupy

Pravidelný trojrozměrný vzor lze vytvořit ze základního motivu operacemi opakování  ( = operace symetrie,

transformace symetrie).

Zatím se využívalo ke konstrukci mříží pouze translací (tj. posunutí) co by operace opakování.

Existují další, otáčení, zrcadlení, inverze (tj. středová souměrnost) nebo operace složené z těchto operací.
Na obr. jsou znázorněny uvedené operace opakování. Zrcadlení a inverze převádí pravé objekty v levé (a naopak), zatímco translací a otočením se podoba objektu nemění. Všechny pravé objekty jsou shodné, kongruentní 

(a rovněž tak i všechny levé objekty mezi sebou), zatímco pravé a levé objekty jsou vůči sobě protitvaré, enantiomorfní. 

Je zřejmé, že inverzi lze složit ze zrcadlení a otáčení anebo naopak vytvořit zrcadlení pomocí inverze a otáčení. Stačí tedy omezit se na tři základní operace, např. translaci, otáčení a inverzi. 

Pravidelný vzor vytvořený těmito operacemi opakování (= operacemi symetrie) je pak symetrický, tj. přechází sám v sebe (původní a nová poloha po operaci nerozlišitelná), neboli vzor je symetrický (invariantní = neměnný) vůči určitým prvkům symetrie a jejich kombinacím. 
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Prvek symetrie je množina bodů, které se při operaci symetrie nepohybují. Takovými prvky symetrie jsou např. n-četná osa otáčení (označení n), rovina zrcadlení (označení m z angl. "mirror" - zrcadlo) nebo střed symetrie (označení i od "inverze" nebo "1 s pruhem" -    ). 
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Protože při operacích symetrie otáčení, zrcadlení, inverze zůstává přinejmenším jeden bod neměnný  co by prvek symetrie (střed inverze, body na ose otáčení, body roviny zrcadlení) nazývají se tyto operace bodové operace symetrie . 

Bodové grupy

Z bodových operací symetrie včetně jejich  kombinací -tj skládání se  sestavují různé množiny obsahující  kromě příslušných prvků - tj příslušné operace symetrie i "algebraické" operace skládání operací symetrie (otáčení složené s inverzí, složení několika otočení, atd). nazývané bodové grupy (obsahují pouze bodové operace). 

Grupa = algebraická struktura  =  množina prvků  +  pravidla skládání těchto prvků

Každé ze  14-ti Bravaisových mříží je přiřazena alespoň jedna konkrétní bodová grupa - množina bodových symetrií, která vyhovuje té, které mříži. (jiný soubor bodových symetrií má triklinická mříž, jiný soubor symetrií má kubická mříž, atd.) 

Existuje (lze vytvořit) 32 bodových grup, které vyhovují krystalovým mřížím (nikoliv jen 14)

Kromě prvních 14-ti grup, které vychází z kulové (nejvyšší) symetrie uzlového bodu, další grupy (28) respektují snížení symetrie mříže vlivem hmotné báze, která se vkládá do uzlových bodů (pokud není hmotná báze jedním atomem a to umístěným ve středu, pak již nevykazuje kulovou symetrii - její symetrie je obecně podstatně nižší)

S krystalovou mříží jsou slučitelné jen některé bodové operace otáčení  - s přesně stanovenými úhly o které lze otáčet. Jiné hodnoty úhlů otáčení než stanovené nejsou možné. Otáčení úzce souvisí s 5-ti typy rovinných mříží.
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Rotační prvek symetrie  označuje se četností:    n          pokud je složen s inverzí:

1. jednočetná osa         n  =   1            otočení o 360° ,                    počet operací:  1 
- vykazuje každý vzor i  naprosto asymetrický (ztotožnění sám se sebou)
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2. dvojčetná osa            n  =   2            otočení o 180° ,                    počet operací:  2
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trojčetná osa               n  =   3            otočení o 120° ,                    počet operací:  3
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4. čtyřčetná osa                n  =   4            otočení o  90° ,                    počet operací:  4
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        5.    šestičetná osa                n  =   6            otočení o  60° ,                    počet operací:  6

Jiné četnosti rotačních prvků symetrie (pětičetná a vícečetná než šest) nejsou slučitelné s krystalografickými mřížkami.(např. v botanice existují pětičetná symetrie - 5  okvětních lístků, a vícečetné symetrie)

Následující tabulka ilustruje, jak symetrie souvisí se 7-mi  krystalovými soustavami

Nejnižší symetrie vykazuje triklinická soustava, nejvyšší symetrie vykazuje soustava kubická.

To naprosto zřetelně naznačuje parametr p uvedený v posledním sloupci tabulky.

Parametr p určuje počet různých operací (prvků symetrie) obsažených v dané grupě  které lze seskládat.

Tedy tento parametr p určuje počet ekvivalentních bodů, které vzniknou z jednoho bodu v obecné poloze všemi operacemi bodové grupy. Například 4četná osa vytvoří čtyřmi operacemi z jednoho bodu čtyři body, rovina zrcadlení a střed symetrie dva body atd. Počet ekvivalentních bodů je tedy současně roven počtu operací symetrie bodové grupy. Čím je hodnota p vyšší, tím se jedná o vyšší symetrii.

	Soustava
	Schoenfliesův symbol
	Mezinárodní symbol
	p

	triklinická
	C1
	1
	1

	
	Ci
	1i
	2

	monoklinická
	C2
	2
	2

	
	C1h
	m
	2

	
	C2h
	2/m
	4

	ortorombická
	D2
	222
	4

	
	C2v
	mm2
	4

	
	D2h
	2/m 2/m 2/m = mmm
	8

	tetragonální
	C4
	4
	4

	
	S4
	4i
	4

	
	C4h
	4/m
	8

	
	D4
	422
	8

	
	C4v
	4mm
	8

	
	D2d
	4i2m
	8

	
	D4h
	4/m 2/m 2/m = 4/mmm
	16

	trigonální
	C3
	3
	3

	
	C3i
	3i
	6

	
	D3
	32
	6

	
	C3v
	3m
	6

	
	D3d
	3i 2/m = 3im
	12

	hexagonální
	C6
	6
	6

	
	C3h
	6i
	6

	
	C6h
	6/m
	12

	
	D6
	622
	12

	
	C6v
	6mm
	12

	
	D3h
	6im2
	12

	
	D6h
	6/m 2/m 2/m = 6/mmm
	24

	kubická
	T
	23
	12

	
	Th
	2/m 3i = m3i
	24

	
	O
	432
	24

	
	Td
	4i3m
	24

	
	Oh
	4/m 3i 2/m = m3im
	48


Tabulka rozdělení 32 bodových grup do jednotlivých krystalografických soustav,

včetně dvou nejvíce používaných symbolik

(pouze pro ilustraci !!)



Symetrie povrchových ploch přirozeně rostlých krystalů (stejně jak symetrie směrů v krystalu) je určena jejich bodovou grupou a z hlediska krystalografické systematiky je krystal zařazen do krystalové třídy se stejnou symetrií a symbolem jako odpovídající bodová grupa. Pojmy "krystalová třída" a "bodová grupa" jsou často používána jako synonyma, přesně je však bodová grupa matematický popis a krystalová třída klasifikačním schématem. Název "grupa" pochází z matematické kategorie grup, neboť operace symetrie mají vlastnosti matematických grup a dají se pomocí teorie grup výstižně formulovat.  

Zařazení krystalické látky do krystalové třídy (bodové grupy) umožňuje snadnější popis především makroskopických fyzikálních vlastností látky (v elektrotechnice např. anizotropní polarizace, magnetizace, vodivost, v pevnosti-pružnosti: anizotropní napětí atd)

V matermatickém vyjádření se využívá přehlednější a jednodušší popis  symetrií pomocí teorie grup).

Na mikroskopický popis krystalu, (zejména konkrétní rozložení částic - atomy, ionty, jejich přesné polohy v mříži)

bodové grupy samy o sobě nestačí.  Musí se kombinovat s translačními grupami a navíc přidat další dvě symetrické (nebodové) operace. Vzniknou tak prostorové grupy jejichž pomocí lze studovat i mikroskopickou strukturu látek
Translační grupy  - odpovídají 14-ti typům Bravaisových mříží

operacemi symetrie jsou translace pomocí mřížových vektorů, dají se podle algebraických pravidel (axiomů) skládat  => grupy

Prostorové grupy -  lze zkonstruovat celkem  230  prostorových grup

kombinují operace symetrie -  translace (translační grupy) a bodové operace symetrie (bodové grup) a mikroskopické operace symetrie pomocí mikroskopických prvků symetrie:  šroubové osy a  skluzové roviny



 

Ekvivalentní polohy - každá prostorová grupa je charakterizována svým souborem ekvivalentních poloh 

                                                                                    (analogicky jako bodová grupa). 

Umístí-li  se výchozí bod (vzor) do obecné polohy, bude operacemi prostorové grupy opakován tolikrát, kolik operací tato grupa vlastní (tolik vznikne obrazů). Umístíme-li však výchozí bod do některé speciální polohy, tj. například na nějaký prvek symetrie, bude počet symetricky sdružených (ekvivalentních) poloh (počet obrazů) menší, neboť některé polohy se ztotožní.Bude-li např. výchozí bod (vzor) ve středu inverze pak nevznikne žádný obraz - všechny polohy se ztotožnění) 

Počet ekvivalentních poloh dané skupiny symetricky sdružených poloh se nazývá obor. 

V krystalových strukturách je počet atomů v buňce určen právě tímto oborem skupiny ekvivalentních poloh. 
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translace    otáčení





zrcadlení





inverze





o





prvky symetrie:          o  -osa otáčení,   m  -rovina zrcadlení,   i  - střed inverze (souměrnosti)





n





z jednoho bodu (vlevo) - vzor


po složené operaci otočení o 360°


a inverzi vznikne další bod (vpravo) co by obraz vzoru








pozn.    index i  u příslušné rotační osy se obvykle nahrazuje pruhem nad osou.


	                         3i  ≡ 
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z jednoho bodu


(vlevo) operací


vznikne další bod - obraz (vpravo)





z jednoho bodu


(vlevo) postupně  dvěma operacemi


vzniknou další dva body - obrazy (vpravo)





bod (vlevo) se operací ztotožní


se svým obrazem


(sám se sebou) 





Prvky symetrie vyskytující se v kubické soustavě lze sestavit do 5-ti různých bodových grup, od nejnižží po nejvyšší symetrii. Různá symetrie odpovídá různým symetriím hmotné báze umístěné do uzlů kubické mříže.





m3m





m3m





m3m





m3m





Např. kombinací bodové grupy           s translačními grupami (Bravaisovými mřížemi) P, I , F pro kubickou soustavu  vzniknou prostorové grupy   P          ,  I           ,  F          








Pokud se navíc zkombinují i šroubové osy otáčení a skluzové roviny vznikne celá řada dalších prostorových grup
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