Gaussova eliminační metoda

je metoda na řešení soustav rovnic. Máte ji naprogramovanou v souboru gem.xls .

Soustava rovnic, na kterou jste zvyklí, vypadá například takto:

5x  + 8y + 10z  + 15t   =  79

6x  + 3y +   3z  +   7t   =  46

3x  +           6z             =  24

         2y            +   5t   =  11

Pomocí GEM  soustavy vyřešíme velmi jednoduše. 

Do první tabulky zapíšeme koeficienty u proměnných x, y, z, t 

a do sloupce Pravá napíšeme hodnoty pravých stran rovnic.

Nahoře, v řádku Výsledek, se objeví – jak jinak –výsledek.

Pro naši rovnici je to tedy:

x = 4

y = 3

z = 2

t  = 1

Náš algoritmus GEM je schopen řešit soustavu osmi rovnic o osmi neznámých. Pokud budete chtít víc, předělejte si ho.

Označování proměnných se trochu liší od toho, na co jste zvyklí. Protože písmenka x, y, z, … brzy dojdou, používá se systém  s proměnnými x,  které se navzájem liší indexy.

Takže:

x ……..   x1
y ……..   x2
z ……...  x3
t ………  x4     a tak dále. 

Další zjednodušení spočívá v tom, že GEM pracuje  pouze s koeficienty, vynechává označení proměnných. Samozřejmě se při tomto vynechání nezapomíná, že ta řada čísel stále znamená rovnici, tedy že číslíčko v prvním sloupci patří k proměnné x1 , v druhém sloupci k x2 atd.  

Soustavu nahoře lze tedy přepsat ve tvaru:

5   8   10   15           79

6   3     3     7           46

3   0     6     0           24

0   2     0     5           11

Soustavu čísel (říká se tomu matice) dále upravujeme pomocí následujícího pravidla:

1. kterýkoli řádek lze vynásobit nenulovým číslem

2. kterýkoli řádek lze nahradit součtem tohoto řádku (toho, který nahrazuji) a jiného řádku.

Pravidla se samozřejmě dají kombinovat.

Cílem je dostat matici do následujícího tvaru:

1     číslo   číslo    číslo           číslo

0        1      číslo   číslo           číslo

0        0        1       číslo           číslo

0        0         0         1             číslo

Protože matice znamená soustavu rovnic, tak tento poslední tvar znamená ve skutečnosti:

x1   +    číslo . x2   +  číslo .  x3   +    číslo . x4     =     číslo 

                       x2   +  číslo .  x3   +   číslo . x4      =     číslo 

                                             x3   +   číslo . x4     =     číslo 

                                                                   x4    =     číslo 

A to už je samozřejmě trivialita. Poslední rovnice přímo udává x4 . To dosadíme do předposlední rovnice a máme x3 . No a tak postupujeme až k prvnímu řádku – tento postup se jmenuje zpětný chod GEM. 

Vezměme si tedy naši soustavu rovnic:

5   8   10   15           79

6   3     3     7           46

3   0     6     0           24

0   2     0     5           11

Nejdříve se snažíme v prvním sloupci dostat samé 0, samozřejmě až na koeficient 5 u první rovnice, ten musí zůstat. Abychom po sečtení (nebo odečtení, to je totéž s -1) dostali 0, musí být v prvním sloupci samé 5. Druhý řádek tedy vynásobíme 5/6  a třetí řádek 5/3

5        8         10       15                           79

5        2,5         2,5     5,83333333          38,333333

5        0          10        0                           40

0        2            0        5                           11

S posledním řádkem nebudeme dělat nic, protože v prvním sloupci již 0 má.

Nyní nahradíme druhý řádek rozdílem druhého řádku a prvního řádku

a třetí řádek rozdílem třetího řádku a prvního řádku

2ř  =   2ř   -   1ř

3ř  =   3ř   -   1ř

5        8         10       15                           79

0       -5,5       -7,5    -9,1666666           -40,66666

0       -8           0     -15                          -39

0        2           0        5                           11

No a to je přesně to, co vidíme  na 20 – 27 řádku Excelu. 
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Druhý a třetí řádek je ještě vynásoben –1, ale to myslím nebude dělat problém. 

Dále provádíme totéž s druhým sloupcem

	5
	8
	10
	15
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	0
	0
	0
	
	79

	0
	5,5
	7,5
	9,166667
	0
	0
	0
	0
	
	40,66667
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A potom se třetím sloupcem

	5
	8
	10
	15
	0
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	0
	
	79

	0
	5,5
	7,5
	9,166667
	0
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	0
	
	40,66667
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Abychom dostali náš tvar 

x1   +    číslo . x2   +  číslo .  x3   +    číslo . x4     =     číslo 

                       x2   +  číslo .  x3   +   číslo . x4      =     číslo 

                                             x3   +   číslo . x4     =     číslo 

                                                                   x4    =     číslo 

musíme samozřejmě ještě řádky vydělit příslušnou konstantou, ale to je také předpokládám maličkost.

Důležité upozornění:

V průběhu výpočtu jste si jistě všimli,  že  musíme dostat na diagonálu matice nenulová čísla. Pokud tomu tak není, je nutno zpřeházet jednotlivé řádky matice (tedy vyměnit mezi sebou rovnice). 

Při výpočtu se nezabýváme  velmi sofistikovanými matematickými úvahami, kdy a za jakých podmínek má soustava řešení. GEM budeme používat pro řešení elektrických obvodů, které jsou vždy řešitelné (obvodem vždy teče proud nebo je někde nějaké napětí). Pokud by soustava řešitelná nebyla (tedy Excel v nějaké buňce ukáže chybu), znamená to, že jsme soustavu sestavili špatně. 

Elementární příklad je třeba:

2x  +    8y  + 10z     =   20

  x  +    4y  +   5z     =   10

4x  +  16y  + 20z      =  30

První a druhá rovnice jsou stejné ( dvojnásobek ), první a třetí rovnice si odporují (levé strany dvojnásobek, ale pravé strany nejsou dvojnásobek)
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